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由实测响应曲线数值求解传递函数

陈金娥

(上海电力学院 )

〔摘要〕 根据系统实测的输入信号曲线与翰出响应曲线
,

利用理论分析与数值计算相结合的方法求

解出该系统的传递函数
,

计算实例表明本方法具有较高精度
.
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1 引 言 具有较高的精确度
。

在研究热能动力系统 `如锅炉
、

汽轮机

等 )的仿真与控制技术时
,

必须要研究系统的

动态特性
.

在理论研究时
,

往往是首先把实际

的系统归结为一个理论模型
,

然后根据此理

论模型建立起描述该系统动态特性的徽分方

程
。

而一般系统的徽分方程的求解是相当困

难的
,

因此
,

为方便起见
,

工程上对于线性系

统常常采用传递函数分析法
。

由于传递函数

既可以象系统的微分方程及其瞬态解一样有

效地反映出系统的动态特性
,

又可以免去求

解微分方程的繁琐计算
,

因此
,

传递函数分析

法是描述线性系统动态特性的一种简便而有

效的数学方法
,

这种方法在对系统的动态特

性进行分析中具有很重要的作用
〔 ,

·
2
·

3 , 。

求解传递函数的方法有几种
,

目前工程

中常用的方法是根据飞升曲线的形状来近似

求取系统的传递涵数
,

这种方法有一定误差
。

本文将通过对实测动态响应曲线的理论分析

与数值计算相结合的方法来求得传递函数
,

从文中所列举 的算例看 出
,

本文所述 的方法

2 传递函数的形式

在利用数值计算求解传递函数之前
,

首

先需要给出传递函数的形式
,

在文献 〔1〕中曾

经介绍了以下几种传递函数的形式
。

2
.

1 传递函数表示成多项式的形式

W ( S ) 娜 B o 一 B l召 + B :驴 一 B 3S .

… …

( 1 )

2
.

2 传递函数表示成分母多项式的形式

W ( S ) 岛 二 ~ - 了一 - : 气: - : - - : ,筋一气~ 一
- - ( 2 )『 ’

“ ~
/

一 A。 + 儿 S + A Z

矿 + … …

2
.

3 传递函数表示成一般的有理分式的形式

W ( S ) =
Y ( S )

X ( S )

A。 + A , S +
B o

+ B , S +

+ A 、 S ”

+ B N S N ( 3 )

其中 X ( S ) 和 Y ( S ) 分别为输入信号曲线与输

出响应 曲线的拉普拉斯变换式
,

这种形式比

前两种形式更具有一般性
,

因而在工程中被

普遍采用
,

显然前两种形式可 以看 作为这种

形式的特殊形式
,

本文将采用这种一般形式
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进行讨论
,

于是间题就归结为如何由输入信

号曲线与输出响应曲线来计算它们的拉普拉

斯变换式 x ( )S 和 Y (的
。

本文将输入信号曲

线与输出响应曲线拉普拉斯变换式 X ( )S 和

Y ( s ) 也写成一般的有理分式的形式
:

的
,

这将在本文最后一节的算例中进行讨论
。

当指数 二 与
,
一旦被确定以后

,

各项系数
。 .

(`

~ O
,

1
,

.2
· ·

…二 ) 与 b ,
( j ~ O

, 1 ,

.2
· ·

… 。 ) 就可

以通过理论分析与数值计算的方法求出
。

`

、产、 J弓̀亡d
矛r、
由

`Y ( S ) =
a0 + al s + … … + ` 夕

b0 十 bl 召 + … … .b夕

3 待定系数的求解方法

X (习) =
a乞+ a飞召 + + a`

,

-S

瑞 + 从S + … …戈
,

召
.

这样
,

传递函数 w (的 可以写为
:

W ( S ) 二
Y ( S )

X ( S )
~ 〔 ( a0 + al s + … …

在 Y ( S ) 的一般式 (4 ) 中
,

待定系数
a `
i(

~ O
,

卜
· ·

… 。 ) 与乞( j ~ O
,

卜
· ·

… 。 ) 共有 二 +

升 + 2 个
,

但其中有一个系数是不独立的
。

由

于当 s ~ O时
,

+ a .

护 ) (瑞 + 从S + … … ib’ 召
,

) 〕 / 〔 ( b0

+ bl 召 + … … .b S’ ) (婉 + a’l S + … …

+ `
,

护 ) 〕 ( 6 )

将此式的分子与分母分别相乘后不难得到公

式 ( 3) 中的等号右边的形式
。

为了求出传递

函数 w ( s ) 必须确定指数 m
、 : 、

二
` 、 n ’

以及待定

系 数
a `

( ` = 0
,

1 , 2…… 二 )
、

6 5 ( j = 0
,

l
,

.2
· ·

…的
、

;a, ( f ~ O
,

1
,

.2
· ·

… 耐 )
、

句 ( j 一 0
.

1
,

2
·

……
’

)
。

由于 x ( s ) 与 Y ( s ) 的函数形式完全相

似
,

由实测输入信号
: ( 0 求解其 拉普拉斯变

换式的方法
,

与由实测输出响应曲线 梦 (t ) 来

求解其拉普拉斯变换式的方法完全相同
,

为

避免不必要的重复
,

本文只叙述如何由实测

响应 曲线 梦(t ) 来求解其拉普拉斯变换式
Y ( s )

。

另外
,

我们也可以先利 用作者在文献

〔4〕 中所介绍 的方法
,

将实测的输入信号曲

线城O 与输出响应曲线夕 (t ) 换算成单位阶跃

响应曲线 纵 (t )
,

然后求出 鱿 (t ) 的拉普拉斯变

换式 夕
。

( s )
,

由干单位阶跃的拉普拉斯变换式

为告
,

因此传递函数可以写为
:

/ ,

S
,

~ 护 “ “ ~ ~ M
一

J ` 了
,

门
/ 廿

.

H
’

( S ) ~
谷 ·

}
, 、

(
,

夕) ( 7 )

下面我们将讨论如何由实测响应曲线

好 O 来确定 Y (
,

劝 表示式中的指数 ytI
、 、
以 及

各项 系数
a “ 一 o

,

l
,

2… …
, , , )

、

b
,
( , 一 o

,

I
,

.2
· ·

… 。 )
。

关于指数 。 与
n

的确定是并不困难

Y (0 ) 一 奥
O 0

( 8 )

因此
,

可以根据 (Y 0) 的值来确定两个系数 a0

和 。。 在一般情况 r (。 ) 一

工
一 ; (` ) d` , 。

,

则不

妨取
a 。 = l

,

由式 ( 8 ) 可得 。。 -
1

Y ( 0 )

。

在某种

特殊情况若 y ( 0 ) 一

上
一 ; (` ) d : 一 。

,

贝。显然得

a 。
~ 0

,

不妨取 石。 = 1
。

根据上述分析
,

于是式 ( 4) 中还有 二 + :

个待定系数
,

即
a `
i( ~ 1 ,

..2
·

… 二 ) 和 bj (j 二 1 ,

.2
· ·

… : )
,

为求解方便起见
,

现将式 ( 4) 改写

为
:

Y (召 ) ( b
,召 + bZ召 2

十 … … 十 b
,

召
,

) 一 ( a ,占

+
a : 占2

+ … … +
a . 召 .

) = a 。 一 b o y ( S ) ( 9 )

若我们对 ` 分别选取 nz + :
个互不相同

的非零数值 s , ,

5 2
· ·

一凡
+ . ,

并且对拉普拉斯

变换式

: ( s ) 一

上一
; ( : ) d` ( , ” ,

进行数值积分
,

则可以得到 跳 + 。
个 Y ( )S 值

,

即 y 招
,
)

、

y “
:
)

、

… … Y ( 5
. + .

)
。

于是
,

由式 ( 9 )

可 以 得 到 一 个 关 于 待 定 系 数 氏 i( ~ 1
.

.2
· ·

…耐 和 b
,

(j ~ l
,

.2
· ·

…
、
) 的 nI +

。

元的线

性代数方程组
:

,
尸

( 、 `
)二

`

, 、。 -
又从

。

, }

十 的

a 。
一 b 。 l (

泊

兮、 )

以 一 !
,

2 … …
刀亡 ( 1 1 )
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根据拉普拉斯变换性质

梦( co ) = l加巧任
尸

( S )

习( 1 + a , S + … … + ` S’ )

bl s +
· · ·

一 + .b夕

问枷间
一一

通过对此线性代数方程组的数值求解
,

即可以得到 二 + :
个待定 系数满 ( ` ~ 1

,

..2
·

…耐 和 勿( J ~ 1 ,

.2
· ·

… : )
,

将它代入公式

(4 ) 中即可以得到 Y (` ) 的表示式
。

再用同样

的方法可以得 到 X ( s ) 的表示 式
,

然后将

X (S ) 与 (Y )S 代入式 ( 3) 中
,

就可以得到传递

函数 w ( S ) 的表示式
。

( 1 4 )
1一bl

一一

因此可得
:

b
,

~
.

毕一 一 止 ~ 止
梦又co 少 梦. 犷

-
( 15 )

4 数值计算方法

由于在对拉普拉斯变换式 ( 1 0) 进行数

值积分时
,

要涉及到时间积分限为无穷大的

问题
,

而实测响应曲线只能给出有限时间段

〔O
, ` .

〕之间的数值
,

其中 t
.

为实测响应曲线

的最后一点的时间坐标
,

因此
,

还需要解决时

间由 `
.

到 co 的积分值的间题
,

以下分两种情

况来讨论
。

4
.

1 在 t一 co 时
,

实测响应曲线梦(t ) 趋向于

某一个极限值 和
,

这种情况的实测响应曲线

的最后一点的 y值 犷
。

就取为极限值知
,

并且

将时间由 t
。

到无穷大时的函数值全部取为

这样
,

不仅使方程 ( 1 1 ) 减少一个未知

数
,

而且也有利于提高计算精度
。

4
.

1 在 t ~ co 时
,

实测响应曲线梦(` )呈现出

趋 向于无穷大的趋势
,

这种情况在实际工程

间题中并不多见
。

如果出现这种情况
,

则将实

测响应曲线的最后两点 (t 一
1 ,

,一
:

) 与 (t
. ,

梦
。

) 的连线的延长线作为 t > t
。

时的响应曲

线
,

即其函数形式为
:

于 (` ) ~ 犷
。

+ 无
.

(` 一 t
。

) (当 t > ` .

时 )

( 16 )

其中 k
.

为最后两点连线的斜率
,

即

夕
.

一 梦
. 一 1

t
.

一 忿
。 一 1

( 17 )

澎犷护
夕。 (即 梦

.

Y ( S ) =

,

于是可得
:

夕( t )
e一叼 t

梦(忿) e 一 ` d t +

一

工
` ’

; “ ,一” ` +

I一
, “ ,一” `

警
e一` ·

上式中
,

最后一个等号右边的第一项的积分

式 可以利用数值积芬方法进行计算
,

第二项

在 S 笋 O时很容易计算
,

而在 s ~ 0时还要分

两种情况进行讨论
:

( 1 ) 若 夕。 = ,
,

一 0
,

则当 t ) r
.

时 理 ( r )

全部取为 O
,

这时式 ( 12) 中的后一个积分值

为零
,

于是可得

于是公式 ( 12) 中的后一个积分式可以写为

丁刃
; “ ,一” ` 一

丁刃
;

一” ` + `
·

丁二
“

e一 ` 。 , .

k
。 、

一 ` 。

) e 一叼` = :七二 (犷
.

+ 份 ) ( 1 8 )
一 S

、 奋 ’ `

S
` 、 -

一

当 s ~ 0 时
,

显然此积分值为无穷大
,

由

式 ( 1 2 ) 可知 r ( 0 ) ~ co
,

并由公式 ( 8 ) 可得 石。

~ 0
。

再利用公式 ( 1 4) 可得
:

b
,

一 -
丰

二
一

夕吸co )
( 19 )

5 算例与讨论

b
。

~
:

典 , 一 二

了 (。 ,

上
( 2 ) 若 梦。 一 夕

·

} ( 0 ) 一 二
,

代入 ( 8 )

上一一 (一3 )

夕( t )d t

半 0
,

则由式 ( 12) 可知

式即可得
: b。 一 O

。

另外
,

为了说明本文所述方法的精确程度
,

作

者曾选择某些可以通过理论推导得到精确解

的典型算例进行数值计算
,

将这些计算结果

与精确解进行比较后发现本方法具有很高的

精度
。

本文限干篇幅仅举一个算例进行讨论
.
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设系统的动态响应曲线为
:

犷 (心) = l 一 0
。

5e 一 ,

( 2 0 )

通过严格的理论推导
,

可以得到其拉普

拉斯变换式为
:

, , , , 、

r ` , . 。 , _ . 、 _

… 1 + 0
.

5召
Y (刀 ) = l ( l 一 0

.

s e 一`
) e一 d名= 二分气二苏汗一 “ 一 `

」。 、 ` 一
’

一
` - 一 召 + 5 2

( 2 1)

由此可见
,

Y ( s) 中各系数的精确解为
:

a o = l
, a x

= 0
.

5
, a : = a : =

, · ,

一 = 0
,

b o = 0
,

bl 一 l 八 二 l, 如 ~ b ;
- “

· ·

“ 一 0
。

现在再利

用本文所述的理论分析与数值计算相结合的

方法来计算 (Y s) 中的各系数
。

先用理论分析

方法来确定某些系数值
,

由于 Y ( 0) ~ co
,

l如犷 (t ) ~ l
,

利用本文方法立即可得
a 。 一 1

,

口一
` 侧,

b。 一 。
,

。 ,

势书下 一 1
.

这三个系数值与精确
夕( co )

一 。

~ 一
’ 门 、

~ 匕
J

’

` 门 ,

解完全一致
,

然后再用数值计算方法来求解

其余系数值
,

本例采用梯形积分方法
,

取时间

间距为 △ t ~ 0
.

05
,

数值计算情况如下
:

5
.

1根据精确解 (2 1 )
,

显然应取 m 一 1
, : ~ 2

,

则计算结果为
a 。 = 1

, a ,
~ 0

.

5 0 0 1
,

吞。 = o
,

。1

~ 1
,

b : = 1
.

00 01
,

与精确解相比其误差很

J/
、 。

5
.

2 如果 二 值取得偏大些
,

则计算结果将

会怎样呢 ?当 二 一 2
, : ~ 2 时

,

计算结果为 a0

~ l
, a 一 ~ 0

.

49 9 8
, a :
一 0

.

0 0 0 0
,

b
o
= 0

,

b
l
=

1
,

b: ~ .0 9 9 9 8 ;
当二 一 4

, , ~ 2 时
,

计算结果

为
a 。 = l

, a l
~ 0

.

49 9 8
, a :

= 0
.

0 0 0 0
, 。 :

= 一

0
.

0 0 0 0
, a ;

= 0
.

0 0 0 0
,

b
o
= 0

,

b
l
一 l

,

b
:
~ 0

·

9 9 9 7
。

由此可见
,

当 m 值取得偏大时
,

计算误

差会略有增大
。

下面再看
,

当
报
值取得偏大些

情况
:

当 1n 一 1
, :
一 3 时

,

计算结果为
a 。 = 1

,

a 一 ~ 0
.

4 9 9 7
,

b o
一 0

,

b
l
= l

,

b
,
~ 0

.

9 9 9 7
,

b 3

一 一 .0 0 0 01 ; 当 仍 一 l
, 、 一 5时

,

计算结果为
a 。 一 1

, a ;
一 0

.

4 9 9 7
,

b
o

= 0
,

b
l
一 l

,

b
:
一 0

.

9 9 9 6
,

b
3
一 一 0

.

0 0 0 1
,

b
;

~ 0
.

0 0 0 0
,

b
。
一 0

.

0 0 0 0
。

由此可 见
,

当
左

值取 得偏大时
,

计算误

差 也会略有增大
。

通过
_

L述计算结果的 分析

可知
,

当 。 或
左
取值偏大时

,

虽然会使计算误

差略有增大
,

但对最终的计算结果的影响并

不大
,

在工程要求的精度范围之内
,

可以认为

其计算结果还是基本正确的
。

5
.

3 如果 二 值取得偏小些
,

显然会由于失

掉某些必要的项而使计算结果产生很大的误

差
,

比如当 二 ~ O
, : ~ 2 时

,

计算结果为
a 。 ~

1
,

b o
一 0

,

b l “ 1
,

b ,
一 0

.

3 3 3 3
,

与精确解相比

其误差显然很大
,

因为当取 二 二 O时
,

决定了
a l
一 。

,

与精确解
a ,

~ 0
.

5相差甚远
。

如果采用泰勒展开方法
,

可将精确解式

(2 l) 改写为
:

Y (习) ~ l / ( S + 0
.

5 52 一 0
.

2 5习
3

十 0
.

1 2 55
.

一 0
.

0 6 2 55 5

+ 0
.

0 3 1 2 5驴

一 0
.

1 56 2 5 5
7

+ … … )

通过数值计算发现
,

当 二 ~ O时
,

随着
。

值的增大
,

计算结果会乞近于精确解
。

比如当
砚 ~ 4时

,

计算结果
, , b。 ~ 0

,

b ,
~ 1

,

b: ~ .0

4 5 0 0
,

b : 一 0
.

13 3 3
,

6 ; = 0
.

0 16 7 ; 当 升 = 8

时
,

计算结果为 乙。 = o
,

6 ,

= 1
,

乙: = 0
.

4 5 6 3
,

b 3 ~ 一 0
.

2 0 7 4
,

b一 = 0
.

0 6 7 6
, b。 = 一 0

.

0 15 1
,

b。 = 0
·

0 0 2 1 2 ,

b7 = 一 0
·

0 0 0 16 7
,

b。 一 0: 0 0

0 0 6
。

5
.

4 通过算例计算发现
,

本方法简单方便
,

而且计算精度很高
,

尤其是先用理论分析方

法确定的系数
a 。 ,

b。 与 b ,

值与精确解完全一

致
,

这样更有利于提高精度
,

这就是本文采用

的理论分析与数值计算相结合的方法的优

点
。
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