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涡轮机叶片扭转振动的有限差分法

孙柏涛 (国家地震局工程力学研究所 )

〔提要 〕 本文提供了计算无冠涡轮机叶片扭转振动的近似方法
。

该方法具有数据处

理简便
、

计算时所占计算机内存少
、

墓本保证工程计算精度等优点
,

并且就该方法的可

行性进行了系统的说明和实验对比
。

主题词 涡轮机 叶片振动 计算方法

一 前
e 户

口

涡轮机叶片振动频率的计算为科技人员

所关注
。

目前
,

经常采用的有限 单 元 法 是

一种有力 的 计算 手段
。

它可以同时有效地

解决弯曲
、

扭转祸联振动的计算问题
,

而且

边界及其它条件的简化也令人满意
。

然而
,

有限单元法繁冗的数据处理往往赶不上设计

工作的急需
,

为此
,

本文提供了常用涡轮机动

叶无冠叶片扭转振动的有限差分计算方法
。

它的原理是按一定条件把压气机叶片简化成

具有连续或分段连续解析表达式的变截面柱

体
。

然后推导出该变截面柱体的扭转振动方

程
。

计算机自动划分有限差分格式求得该方

程的特征值
,

从而得出变截面柱体的白由扭

转振动频率
。

它较之有限单元方法具有数据

处理简便
,

计算时占用计算机内存少
, 随机

性强等优点
。

计算精度基本满足工程上的要

求
。

二 变截面椭圆柱体 自

由扭转振动方程

}}}}}
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微分方程

厂 2切二 一 2 ` K ( 1 )

其中
: 切 扭转应力函数

,
G 剪切弹性模量

,

K 单位长扭角

等截面椭圆柱体自由扭转时的弹性力学

解为
:

K =
4汀 Z l p

G A
4

( 2 )

首先推导变截面椭圆柱体自由扭转时的

振动频率
。

涡轮机叶片与其相似性将在本文

的下节说明
。

对于等截面柱体
,

根据弹性力学的扭转

收稿 日期
:
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其中 M扭矩 I p
=

专
一

。 “ “ ` a ’ + “”
,

A = a b汀

由表 达 式 ( 2) 可知
,

自由扭转振动时

任意微段的扭角有关系式



第 3期 ( 2 1 ) 涡轮机叶片扭转振动的有限差分法

丝
、 :二 -

望契牛对。 :
( 3 )

O之 行月
’

则有

M =
G A己口

( 3尹 )

缈
:

z(l
, 一

(
.

备分)nIP/

州
=

备 (盖杀
一

)何一

将 ( 3了 )

叮 p o之

式的两边同时求偏导

O M
, _ 0 1 G A 4 \

一
二一~ a Z 一 一二

一
, 一丁一下石万一一一一 ,

0 2 口 z 、 4汀
`

I p /

, 0
,

二
, 一 a 之

O

O

召 A
`

4汀 么I p

.

旦望
O 之

2
d 之

方程 (6 ) 是二阶变系数偏 微分方程
。

用分离变量法

设 0 (
z ,

t乏
二 Z (

二
) T ( t )代入方程 ( 6 )

( 4 ) f (
二

) T ( t ) 2 11
(
二

) + g ( :
) T ( t )

z ` ( z
)

= 汀 ( )t Z (之 )

其中
“ 声 ”

表示对变量 子 的求导
,

t’.
·

”
表

示对变量 t 的求导

变换上式
。

使两边同时除以T (才) Z (力

可得
:

f ( z ) Z
“

(
: ) + g ( z ) Z 尹 ( z )

Z (
宕 )

T ( t )

T ( t )
( 7 )

方程 (7 ) 的左端与变量 t无关
。

右端与

变量
二
无关

。

所以两端只能同时等于一常数

且又知是一个振动方程
。

设常数为 一 久
。

方程变成
、!、落图 2

从柱体沿
z
轴方向取出一微块

,

如图 3
。

建立微块的运动方程
。
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其
`
扣 Z ( o ) = o ,

Z ` ( L ) = o

在方程 ( 8 ) 中f ( : )
, g (

z
)均 为已知函

数
,
几为 任意常数

。

这种形式的方程在数学

中叫边界何越
。

取出 ( 8) 一 ( 1) 式
:

T ( t ) + 久T ( t )
= 0 ( 8 , )

令 T ( t )
二 e e “ t

代入方程 ( 8尸 )
,

e 。 ’ e o t + 久e e 。 ` = 0
, 。 = i了 几

由上式可知几和系统振动频 率 的关系
。

将 (8 ) 一 (2 ) 式取出
:
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方程 ( 8“ ) 属于二阶变系数方程
, 因为

没有通解式
,

所以采用差分解法 (用线性差

分格式 )
。

Z ` , 二

Z ` ,, 二
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下
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如图 4
,

它类似于薄壁结构
,

当具有图 4 ( a)
,

b( )断面的柱体受有同样扭矩时
,

根据弹性

理论证明
,

它们分别的应力分布和扭角是基

本相等的
。

由弹性力学的薄膜比拟法可知

h为步长
。

将 ( 9) 式代入方程 ( 8 1,
)

。

并经整理可得
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当 ( 1 0 ) 式分别 取 ` = 1
,

并利用

Z
。 = 0

Z
,

= Z
: + 1 }

可组成线性方程组
:

〔D 〕{ Z } = { 0 }

上述第一方程属于薄膜垂度与均布力的

微分关系
。

其中
二
为薄膜垂度

,
q为均布力

,

T为薄膜张力
。

而第二方程是等截面柱体受

纯扭时扭转应力 函数应服从的微分关系
,

其

中甲为扭转应力函数
,

G 剪切弹性模量
,

K

为单位长扭角
。

虽然它们表述的物理现象不

同
。

但是具有很相似的数学关系式
。

所以普

朗都首先提出把薄膜垂度可以比拟做扭转应

力函数
。

诸如其它物理量可以相关比照
。

由方程所表示的物理现象可知 { Z } 不可

能为 { 0}
,

则必有

刀仑 t 〔D 〕 == 0 ( 13 )

因而
,

可通过使 ( 1 3 ) 式成立的条件
,

求得一系列 完值
。

三 变截面椭圆柱体

模拟涡轮机叶片的
t

可行性探讨

///
`̀

XXX
,,

哎哎笼菠菠

x ( b )

图 4

当椭圆的长轴
。 》 b b( 为椭圆的短轴 )

图
一

5

综上所述
。

如图 5 ( a) 这种 镰刀 形 叶

片
,

可以简 化 成 厚度相等
。

弦长与椭圆长

轴相等的如图 5 ( b) 这种变截面椭伺
。

图 5

a( ) 属于微弯形状则与图 5 ( b) 相 比 其物

理量在受静态纯扭情况下基本没有差别
。

然

而在扭转振动时转动惯量会有小差别
,

届时

引进系数对此进行修正
。

在用有限元计算叶片振动时
,

把叶片的

根部着放是作用在它 I无限大的刚体上
。

一般

的讲
,

这比实际结构增加了刚性
、

又有限元

法是能量法
、

因而计算值往往和实物实验结
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果漂移较大
。

然而上述推导过程是采用二端

自由
。

由于叶片基本上可以看成是薄壳
,

在

扭转时产生翘曲是很小的
。

所以对长
,

薄叶

片
,

微振动时和实际结构物吻合较好
。

四 呀算实例

利用本文提供的方法
,

对某机型压气机

前三级叶片进行了核算
。

将叶片的叶型参数分别输入计算机使其

自动插值形成分段连续的变截面柱体
。

表 1是

表 1

对叶片基频的实验值和计算值的比照
。

由于有限差分格式中步长的限制
,

一般

情况下
,

该方法计算低频精度较高
。

当然在

计算高频时亦可采 用 移 位 迭代法提高其精

度
。

从基频的比较看前二级的精度比第三级

高
。

其原因有两 个 (1 ) 前二级叶片是镶刀

型叶片和椭圆断面形状比较相近
,

而第三级

叶片是流线型与椭圆断面相差较远
。

②前二

级叶片叶身较长
。
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乙 六 结 论

对计算结果的分析表明
,

当透平机械端壁存在边界层分离时
,

考虑了边界层因素后的 S

流面势流解在端壁附近更接近真实的解
,

并且与未修正的 S
:
流面势流解在端壁附近有较大的

辈异
。

当存在分离气泡时
,

以排挤厚度犷修正 5 2
流面势流解比较合理 , 在无分离气泡时

,

用

流量系数身和排挤厚度犷修正 S
:
流面势流解都比较合适

。

本文所述方法适用于由凸台
、

凹槽
、

后台阶
、

端壁扩张角较大及根部反动度为负等因素引起的带有分离气泡的湍 流边界层计算
。
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