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[摘要 ]　 应用复级数方法给出的含热源各向异性矩形域稳

态热传导解析解 ,结合引入板角热流角点条件 ,首次解析分

析了四边与流体换热的含热源各向异性矩形域温度场。讨论

了铺设角、各向异性程度、边界对流换热系数及跨宽比对温

度场分布的影响。
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1　前言

本世纪以来 ,以复合材料、晶体材料为代表的各

向异性材料在诸多工程中获得广泛的应用 ,各向异

性热传导研究有重要的理论及工程意义。
由于各向异性热传导控制方程中出现温度对于

空间坐标的奇次交叉偏导数 ,原先求解各向同性热

传导的分离变量法失效 ,解析求解一度为不可能 ,以

至有限域的各向异性热传导解析研究这一重要领域

却成果很少。本文应用参考文献〔1〕和〔2〕提出的复

级数法给出了矩形域各向异性稳态热传导的解析

解 ,在对板角的能量平衡分析提出温度场的角点条

件 ,计算了四边与流体对流换热内含均匀热源的矩

形域内温度场 ,并结合有关参数进行了分析讨论。

2　理论部分

考虑无限长矩形柱 ,柱矩形横截面长为 a,宽为

b,矩形柱在四个边界上与具有均恒温度 Ts的环境

对流换热 ,换热系数为 h1。
各向异性温度场控制方程为
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式中 kij ( i = 1, 2　 j = 1, 2)为面内热传导系数 ,具体

形式如下
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k 22 = k2 co s2θ+ k1 sin2θ,其中 k1 ,k2为主轴方向的热

传导系数 ,θ为各向异性角 , g为热源函数。
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　　对于四个板角 ( 0, 0) ( 1, 0) ( 1, 1) ( 0, 1)微元 ,

相邻的边界均为对流边界 ,根据能量守恒原理 ,当

dx → 0 dy→ 0时 ,有下式成立:

- qx ( 0, 0) dy - qy ( 0, 0)dx = h1 ( T ( 0, 0) - Ts ) dx

+ h1 ( T ( 0, 0) - Ts )dy ( 6)

qx ( 1, 0)dy - qy ( 1, 0) dx = h1 ( T ( 1, 0) - Ts ) dx +

h1 ( T ( 1, 0) - Ts ) dy ( 7)

qx ( 1, 1)dy + qy ( 1, 1) dx = h1 ( T ( 1, 1) - Ts ) dx +

h1 ( T ( 1, 1) - Ts ) dy ( 8)

- qx ( 0, 1) dy + qy ( 0, 1)dx = h1 ( T ( 0, 1) - Ts ) dx

+ h1 ( T ( 0, 1) - Ts )dy ( 9)

　　因为 dx、 dy均在趋于 0,我们取 dx = dy ,在引

入上文定义的无量纲量及热流表达式的基础上 ,式

( 6) ～ ( 9)可化为如下角点条件式:
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稳态各向异性热传导问题求解可归结为求解偏

微分方程 ( 1)在热传导边界条件 ( 2) ～ ( 5)、角点条

件 ( 10) ～ ( 13)下边值问题。

按照文献〔1〕和〔2〕的求解步骤 ,可得稳态各向

异性热传导问题矩形域边值问题一般解析解:
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的特征根 r1, 2 ;

c1± d1i (为虚数单位 )为特征方程

k 11s
2
+ 2k12Ts+ k22T

2
= 0 ( 16)

的特征根 s1, 2。

在计算中 ,设 m、n最大取 M ,这样解析解 ( 11)

共有 4M+ 4个未知数。对于矩形域边值问题 ,将解

析解代入 4个边界条件中 ,将形成的 4个方程分别

展成 M项正弦级数 ,根据正弦级数的正交性 ,可以

得到 4M个线性代数方程。四个角点条件可建立四

个线性方程 ,这样总共建立 4M+ 4个线性方程 ,可

以求解 4M + 4个未知数 ,热传导问题得解。

3　数值结果

3. 1　数值结果

取 a = 1m,b = 1m ,k1 = 46. 2W /( m ℃ ) k2 =

0. 72W /( m  ℃ ) ,h1 = 1W /(m2  ℃ ) ,计算中取 M

= 40,表 1、 2用以考察方柱温度总体分布情况 ,以表

3考察解的稳定性。
表 1 　θ= 0°的方柱温度场 T* 分布

　　 x

　 y
0. 0 0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9 1. 0

0. 0 0. 2247 0. 2251 0. 2257 0. 2259 0. 2257 0. 2251 0. 2247

0. 1 0. 2522 0. 2527 0. 2534 0. 2536 0. 2534 0. 2527 0. 2522

0. 3 0. 2873 0. 2878 0. 2886 0. 2888 0. 2886 0. 2878 0. 2873

0. 5 0. 2985 0. 2991 0. 2999 0. 3001 0. 2999 0. 2991 0. 2985

0. 7 0. 2873 0. 2878 0. 2886 0. 2888 0. 2886 0. 2878 0. 2873

0. 9 0. 2522 0. 2527 0. 2534 0. 2536 0. 2534 0. 2527 0. 2522

1. 0 0. 2247 0. 2251 0. 2257 0. 2259 0. 2257 0. 2251 0. 2247

表 2　θ= 45°的方柱温度场 T* 分布

　　 x

　 y
0. 0 0. 1 0. 3 0. 5 0. 7 0. 9 1. 0

0. 0 0. 2914 0. 2905 0. 2804 0. 2600 0. 2300 0. 1913 0. 1687

0. 1 0. 2905 0. 2925 0. 2877 0. 2721 0. 2465 0. 2118 0. 1910

0. 3 0. 2804 0. 2877 0. 2940 0. 2888 0. 2727 0. 2465 0. 2299

0. 5 0. 2599 0. 2712 0. 2888 0. 2945 0. 2888 0. 2712 0. 2599

0. 7 0. 2299 0. 2465 0. 2727 0. 2888 0. 2940 0. 2887 0. 2804

0. 9 0. 1910 0. 2118 0. 2465 0. 2721 0. 2877 0. 2925 0. 2905

1. 0 0. 1687 0. 1913 0. 2300 0. 2600 0. 2804 0. 2905 0. 2914

表 3　方柱边角 ( 1, 1)温度 T* 随 M的变化

θ M = 8 M = 16 M = 32 M = 40

45° 0. 2946 0. 2946 0. 2946 0. 2946

图 1　方形域中心温度

　　　与各向异性角的关系曲线
　　又选择了如下的两种材料进行计算 ,第一种材

料的热常数: k1 = 46. 2 W /( m  ℃ ) ,k2 = 0. 72

W /( m ℃ )。第二种材料的热常数: k1 = 300 W /( m

 ℃ ) ,k2 = 80 W /( m ℃ )。为了分析铺设角 ,各向异

性、跨宽比、边界对流系数对温度场分布的影响 ,针

对两种不同的边界换热系数 (h1 = 10 W /m
2
 ℃ )和
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图 2　矩形域中心温度

　　　与各向异性角的关系曲线

图3矩形域边界 (Z= 0, 0)上温度沿a轴的分布曲线
a = 1 m ,b = 3 m , k1 = 46. 2 W /( m ℃ ) , k2 = 0. 72W /( m  ℃ )

1 - h1 = 300W /( m2.℃ ) ,θ= 0°　 2 - h1 = 300W /( m2.℃ ) ,θ= 45°

3 - h1 = 300W /( m2. ℃ ) ,θ= 90°　 4 - h1 = 30W /( m2. ℃ ) ,θ= 0°

5 - h1 = 30W / ( m2.℃ ) ,θ= 20°　 6- h1 = 30W /( m2.℃ ) ,θ= 45°

7 - h1 = 30W / ( m2.℃ ) ,θ= 70°　 8- h1 = 30W /( m2.℃ ) ,θ= 90°

h1 = 100 W /( m
2
 ℃ ) ) ,对于温度场中心值进行计

算 ,方形域结果绘在图 1,矩形域的相应结果绘在图

2。同时考察所给第一种材料构成的柱边界 (Z= 0.

0)上温度随a变化的分布 ,取 M = 40,矩形域 (a =

1 m ,b = 3 m)的相应结果绘在图 3。

4　分析讨论

( 1)表 1表明: 对于正交各向异性温度场 (θ=

0°) ,当热边界、材料满足轴对称条件时 ,温度场具有

各同性温度场类似的轴对称性 ;对于各向异性热传

导 ,由于 k12的存在 ,温度分布不存在轴对称性 ,但在

热源、热边界、材料满足中心对称条件时 ,温度场存

在中心对称性: T (a,Z) = T ( 1-a, 1-Z) ,从表 2可发

现这一点。

( 2)表 3表明当 M增大时 ,本文解数值保持稳

定 ;计算中发现 ,一般 M取 40即可满足精度要求。

( 3)本文计算边界为柱四边向周围环境对流换

热 ,板内温度应中间高 ,四边低 ,表 1、 2也表明这种

趋势。从其它计算也发现 ,一般在对流边界上温度变

化较为剧烈 ,横截面中轴上温度变化较为平缓。

( 4)从图 1、 2发现各向异性角θ对矩 (方 )形域

中心温度有重大影响: 对于本文设定的边界条件及

强各向异性材料 (如本文计算时所选的材料 1) ,当

边界换热系数较高 (本文计算 h1 = 100 W /( m
2

 

℃ ) )时 ,θ从 0°增加到 45°时 ,方形柱中心温度依次

递增 ,θ为 45°即达到最高 ,θ从 45°到 90°时 ,方形柱

中心温度对称降低 ,但边界换热系数较小 (本文计算

h1= 100 W /( m
2
 ℃ ) ) ,则中心温度随θ的变化呈现

相反的规律:中间低两头高 ;而对于矩形柱 (a = 1 m

b = 3 m ) ,θ从 0°增加到 90°时 ,矩形柱中心温度逐

渐升高 ,θ为 90°达到最高点。

( 5)各向异性、边界对流对温度场中心温度分

布的影响是明显的: 从图 1、 2可看出对于弱各向异

性材料 (文中所选的材料 2) ,中心温度受各向异性

角影响并不明显。边界对流系数较低时 ,相应中心温

度较高 ,相反也成立 ,而且如 ( 1)所述边界换热程度

影响中心温度随 θ的变化规律。

( 6)温度场梯度受各向异性角、边界换热、跨宽

比的影响: 从图 3发现 ,对于矩形域 ,边界温度梯度

在θ为 0°时为最低 ,随着θ的增大边界梯度也在增

加。对于方形域 ,边界上温度最大梯度在θ为 45°为

最高 ,θ从 0°增加到 45°过程中 ,边界温度梯度依次

增大 ,边界对流程度较低情况下相应温度梯度也较

大。
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