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谐振子系统量子卡诺热泵的最佳特性参数
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　　 [摘要 ]　研究了量子卡诺热泵的最优性能 ,导出了量子热泵最佳泵热率 C0与致热系数 J的

关系 ,得到了以Cm和 E为目标的最佳特性参数。
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　　主要符号

x : 量子系统的力学量算子 (或称算符 );

〈　〉: 表示系统力学量的平均值 ,即量子平均和

统计系综平均 ;

[ , ]:量子泊松括号 ;

ρ
 : 系统的密度矩阵 ,ρ

 
B表示热库 B 的密度矩

阵 ;

T r: 求迹符号 , T rB表示对 B中算子求迹。

0　引言

1977年 ,比利时科学家 I. Pr oig og ine教授由于

在非平衡统计理论方面的杰出贡献而荣获诺贝尔物

理学奖。近 20年来 ,由于快速 高精度微观实验技术

的出现以及基于量子统 计力学基础上的计算机模

拟技术的发展 ,现代非平衡统计在量子流体、随机系

统、临界现象、热力开放系统等方面的理论和应用研

究都取得了许多令人瞩目的成就 ,正日益广泛地渗

透到激光物理学、化学反应动力学、生物学、人口动

力学以及热能工程等学科领域。 80年代以来 , R.

Kosloff和 E. Geva等人成功地将半群公式应用到发

动机的热力循环分析之中 [1, 2 ] ,证明了非平衡量子统

计理论对于量子热力装置的实用价值。与此同时 ,作

为现代热力学重要分支之一的有限时间热力学 ,其

发展也是日新月异。近年来 ,已有不少文献论述了卡

诺热泵的有限时间热力学性能优化问题 [3, 4]。笔者也

曾探讨过绝热时间对卡诺热泵最优性能的影响 ,并

得到了一些有意义的结果 [5]。 但是 ,在上述工作中 ,

研究的对象均为经典热力系统 ,没有考虑热泵工质

的量子性质。 本文基于现代非平衡量子统计理论和

有限时间热力学 ,分别以泵热率 C和生态学函数

E [6]为目标 ,研究了谐振子系统量子卡诺热泵的最优

性能 ,并对两类优化结果进行了比较。 本 文在量子

计算中 ,取—h= h /2c= 1(h为普朗克常数 )。

1　量子卡诺热泵

热泵工质由无相互作用的谐振子组成 ,其占有

数 (粒子数 )满足玻色—— 爱因斯坦分布 [7 ]:

n = 1 /(eUk - 1) ( 1)

其中k为振子圆频率 , T= 1 /U为工质内部温度。 热

泵工作于温度分别为 T h和 T C的高、低温热源之间 ,

工质经历内可逆卡诺逆向循环 [5]。。 在等温放、吸热

过程中 ,由于热阻的影响 ,工质温度分别为 T1和

T 2。 令Ui = 1 /Ti ( i= 1, 2, h , c) ,由热力学第二定律 ,

有U2> Uc> Uh> U1。

设 a + 、a 分别为谐振子粒子数产生和湮灭算子

( [a
 、 a
 + = 1] ); N

 = a
 + a
 为粒子数算子 ,则工质系统

S的哈密顿量可以写为 [2]:

H s = kΝ = ka + a ( 2)



　　在等温过程中 ,工质 S与热库 B相耦联 ,总体系

S⊕ B的哈密顿和刘维算子分别为 [8]:

H = H S + H B+ H SB ( 3)

L
 

= L
 

S + L
 

B + L
 

SB ( 4)

其中 L SB和 H SB反映了工质 S与热库 B之间的耦联

作用。

在绝热过程中 ,工质与热库无耦联。 算子 N 的

海森堡运动方程可写为:

dN 

dt
= iL sN = i [H s, N ]

上式仅对绝热过程成立。 令 n= 〈N
 〉为粒子数 (占有

数 )的统计平均值 ,将式 ( 2)代入上式 ,有:

dn
dt

=
d〈N 〉

dt
= i〈 [kN , N ]〉 = 0

即在两绝热过程中 ,振子的粒子数守恒。分别设为 n1

和 n2 ( n1> n2> 0)。 考虑有限速率过程的影响 ,设绝

热过程工质内部温度随时间按匀变率变化 [5 ]:

d(U- 1 )
dt

=
dT
dt

= ± 1 /k ( 5)

式中 k> 0,为绝热时间系数 ;“+ ”、“ - ”分别对应绝

热压缩和绝热膨胀过程。 在 ( n,k)平面 ,热泵的热力

循环如图 1所示。图中 1′- 2′- 3′- 4′- 1′对应可逆

循环 , 1- 2- 3- 4- 1对应内可逆循环。

图 1　量子热泵热力循环图

2　循环周期

在等温过程中 ,工质由于与热库相耦联而成为

开放系统。 由开放系统广义 master方程 ,直接进入

海森堡表象 ,可得系统力学量 x 的运动方程为 [8 ];

dx 

dt
= iL f x

 - ∑
jk

{k+
k j [x ,Q k ]Q j- k-

jkQ
 
j [x ,Q k ] }

( 6)

式中k+
kj和 k

-
jk为与热库 B密度矩阵矩阵元有关的常

数 ,Q j、Q
 

k是工质 S中的算子。 而

L f = L s+ Tr BLL
 

sBd
 
B

其中 TrB表示对 B中算子求迹。 d Β为热库 B的密度

矩阵。 设热库很大 ,内部驰豫很强 ,故可忽略工质对

热库的扰动 ,则有: T rBL
 

s Bd
 
Β= 0。 这样 ,对算子 N

 ,就

有: L fN
 = (L S+ T rBL

 
sBρ
 

B )N
 = L SN

 = [H s , N
 ]= 0

( 7)

在式 ( 6)中 ,取 x = N ,Q 1= a + , Q 2= a ,由 a + 与 a 的对

易关系并注意到式 ( 7) ,通过分析计算可得:

n =
d〈N 〉

dt
= - aeqU k [ (eUjk - 1) n - 1] ( 8)

式中 a、 q均为常数。 Tj= 1 /Uj ( j= h, c)为热库温度。

将式 ( 1)代入式 ( 7) ,在经典极限 (Uk 1,n 1)

下取二级近似 ,可得等温过程 1— 2和 3— 4的历经

时间分别为:

t1 =∫
k

k1
(
dn
dk

/n ) dk≈ A /(Th - 1) ( 9)

t2≈ A /( 1 - Tc ) ( 10)

其中αh≡Uh /U1 ,αc≡Uc /U2 , A= (n1 - n2 ) /a> 0为常

数。

由式 ( 5)积分 ,可得绝热时间 t3和 t4为:

t3 = t4 = k (ThUh
- 1 - TcU

-1
c ) ( 11)

联立式 ( 9)～ ( 11) ,可得热泵循环周期f= t1+ t2+ t3

+ t4为:

f= 4ATh [
1 - y

4( 1 - Th y ) (Th - 1)
+ λ(U- 1

h
- U- 1

c y ) ]

( 12)

式中 y= Tc /αh ,λ= k /2A .

3　最佳泵热率C0与致热系数j

　　由式 ( 2)很易得到工质系统的能量变化为:

dU
dt

=
d〈H
 
s〉

dt
= k n + kn 

上式与热力学第一定律微分形式比较 ,可得瞬时功

率和热流分别为:

W = - k n ( 13)

Q = kn ( 14)

　　将式 ( 1)代入式 ( 14)并取一级近似 ,我们得到

工质在两等温过程放出和吸收的热量分别为:

Q1 = -∫
n2

n
1

kdn≈ BTh /Uh ( 15)

Q2 = BTc /Uc ( 16)

·362·　　　　　　　　　　　　热　能　动　力　工　程　　　　　　　　　　　 1997年



其中 B= ln
n1

n2
为常数。

联立式 ( 12)、 ( 15)、 ( 16) ,可得泵热率 C、循环熵

产率e以及致热系数j分别为:

C=
Q1

f = _ [
1 - y

4( 1-Th y ) (Th -1)
+ λ(U- 1

h - U- 1
c y ) ]- 1

( 17)

e= (Q1Uh - Q2Uc ) /f= _Uh ( 1 - y ) [
1 - y

4(Th -1) ( 1-Th y )

+ λ(U- 1
h - U- 1

c y ) ]- 1　　　　　 ( 18)

j= Q1 /(Q1 -Q2 ) = ( 1 - UhU- 1
c y )- 1 < jc ( 19)

其中 _ = B /4AUh ,jc= ( 1-UhUc
- 1 )- 1为卡诺致热系

数。由式 ( 19)可知 ,给定j相当于给定 y。对式 ( 17)

利用极值条件 (
 C
 Th

)y = (
 C
 Th

)j= 0,可得给定致热系

数j时的最佳泵热率:

C0 = _ [
Uc( 1 - j- 1 )

Uh - Uc ( 1 - j- 1 )
+ λU- 1

h j
- 1 ]- 1 ( 20)

上式即为C与 J之间的优化关系。 与C0对应的极

值点为:

Tho = ( 1+ y ) /2y ( 21)

在式 ( 20)中 ,令
dC0

dj
= 0,可得最大泵热率:

Cm = _ [λU- 1
h - ( 1 - λ/Uc )

2 ]- 1 ( 22)

　　与Cm对应的致热系数为:

Jm = Uc [Uc - Uh + Uh Uc /λ]- 1 ( 23)

4　 E目标最大时的最佳特性参数

由式 ( 17)、 ( 18)可知 ,当j给定时 ,C与循环熵

产率e成正比。为了较经济的利用能源 ,有必要考虑

C和e之间的最佳折衷。 这种考虑类似于生命体的

整体 (或长期 )目标 ,故称为生态学优化。由于jcσ/Uc

反映了泵热率的耗散 [9] ,故建立目标函数:

E = C - Jce/Uc = _ [ 1 -
Uh ( 1 - y )
Uc -Uh

]

× { ( 1 - y ) / [4(Th - 1) ( 1 - Th y ) ]

+ λ(U- 1
h - U- 1

c y ) }- 1 ( 24)

　　可以证明 ,二元函数 E(Th , y )有极大值。由条件

 E
 Th

= 0,
 E
 y

= 0得与 E的极大值 Em对应的极值点 :

ThE = [( 1+ y ) /2y ]E

=
1
2

( 1+ b2 + C - b) ( b2 + c - b) - 1

( 25)

yE = b2 + c - b ( 26)

　　其中b= 2λ(Uc- Uh ) (UhUc+ 2λUh - 2λUc )- 1

c= [ 2λ(Uc - Uh )+ Uc ( 2Uh - Uc ) ] (UhUc+

2λUh - 2λUc )
- 1

将式 ( 25)、 ( 26)代入 ( 17)、 ( 19)中 ,可知在生态

学目标 E最大时 ,量子热泵的最佳泵热率 和致热系

数分别为:

CE = _ [yE /( 1 - yE ) + λ(U- 1
h - U- 1

c yE ) ]- 1

( 27)

jE = ( 1-UhU-1
c yE ) - 1 ( 28)

　　式中 y E由式 ( 26)决定。

5　讨论

5. 1　绝热时间的影响: ( 20)、 ( 22)、 ( 23)、 ( 27)、 ( 28)

等式中的 λ反映了绝热时间对热泵性能的影响。 我

们指出 ,这种影响是不能忽略的。因为当λ为 0(即 k

= 0)时 ,由式 ( 5)绝热温度变化率
dT
dt

=
d( 1 /U)

dt
→∞ ,

这显然是不合理的。在实际热泵的设计中 ,我们应当

选用量子性质较好的工质 ,以增大常数 A ,减小绝热

时间 ,提高泵热率。

5. 2　两种目标优化结果的比较 ;由式 ( 21)、 ( 25)可

知 ,当 j(即 y )给定时 ,以C为目标的式 ( 17)和以 E

为目标的式 ( 24)有相同的极值点αh0= αhE。这说明优

化关系式 ( 20)对两种目标都是成立的。 但以 Cm为

目标的优化结果式 ( 22)、 ( 23)和以 E为目标的优化

结果式 ( 27)、 ( 28)有明显差别。经过冗长而又乏味的

数学计算 ,可以证明jΕ> jm以及CΕ <Cm。这是我们

预期的结果 ,说明 E目标优化的热泵能源利用较为

经济合理 ,但 Cm目标优化给出了热泵泵热率的上

限。

5. 3　与经典热泵的比较: 将式 ( 20)与文献 [ 5]的式

( 13)比较 ,可知量子热泵C0与j的优化关系与经典

热泵差异较大。 这种差异反映了量子工质与经典工

质的不同性质。由式 ( 1)、 ( 18) 、 ( 14)知 ,在经典极限

下取一级近似 ,可得等温过程中的热流为

Q 1 = 2ak( 1+ qUhk) (Uh - U1 ) /U1 ( 29)

Q 2 = 2ak( 1+ qUck) (U2 - Uc) /U2 ( 30)

将上述两式与文献 [4]中的式 ( 1) ( 2)比较 ,可知量子

热力装置所遵循的导热规律是不能用经典导热规律

·363·第 5期 ( 71)　　　　　　　　谐振子系统量子卡诺热泵的最佳特性参数　　　　　　　　



来表述的。

6　结论

综上所述 ,本文根据现代非平衡量子理论和有

限时间热力学所得到的优化关系式 ( 20)、 ( 22)、

( 23)、 ( 27)和 ( 28)等 ,可以作为热泵的有限时间热力

学量子性能界限。 这些关系式对于以量子流体 (如

氢、氦 )等为工质的卡诺热泵的论证和设计 ,具有一

定的实际指导意义。
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燃机叶片内疲劳裂纹发展的规律性

“ПроблемаМашиностроенияиНадежностьМашин” 1996年 5月号报导在线性破坏力学范畴

内 ,叙说了压气机叶片内疲劳裂纹的发展过程。 通过试验确定并证实 ,发展过程中裂纹的结构

趋向稳定的形式 ,该形式不取决于原始形式和载荷。

得到了叶片寿命取决于原始裂纹尺寸和载荷的关系。所得到的结果可用于从叶片的强度

和可靠性观点出发来评估设计和技术途径的效果。

(思娟　供稿 )

未来最有前途的燃煤技术

“Энергетик” 1996年 9月号叙说了世界各国利用增压流化床燃烧 ( PFBC)蒸然联合装置研

制的情况。给出了劣质燃料在炉膛沸腾层内燃烧的方案、技术特性。完成了对第一代 PFBC锅

炉的改进工作。超洁净和超高效装置计划于 2008年后投入商业运行。

认为这种技术对于燃煤电站是最有前途的。首先 ,应该在开采劣质便宜燃料的煤矿附近 ,

包括那些环保问题最突出的地区合理地应用 PFBC技术。

(思娟　供稿 )
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船用大功率自动同步离合器试验 = Experimental Design of H igh-power Automatic Synchronizing Clutches

for Ships [刊 ,中 ] /Wei Junbo ( Ha rbin No. 703 Resear ch Institute) / / Journal of Engineering for Therma l En-

erg y & Powe r. - 1997, 12( 5) . - 351～ 353

On a high-power automa tic synch ronizing clutch test rig developed by the No. 703 Institute and by th e use of

a computer-based data a cquisition sy stem a series of tests inv olv ing th e engagement /disengagement of a clutch

under no-load conditions w ere com pleted, thereby prov iding test facilities and me thods for ca rr ying out an in-

depth study o f dynamic cha racteristics of marine high-pow er automatic synch ronizing clutches.Key words: au-

toma tic synch roniza tion, clutch, test rig , test and measurement

焦载热部分气化燃煤联合循环系统性能分析= Performance Analysis of a Coke Carried Heat Partial Gasif i-

cation Coal-f ired Combined Cycle [刊 ,中 ] /Xu Xiangdong , Zhao Li( T singhua Univ ersity ) / / Journal of Engi-

neering for Thermal Ener gy & Pow er. - 1997, 12( 5) . - 354～ 357

Heat car ried par tial g asification combined cycle per tains to a novel co al-fired combined cycle-ba sed electrica l

pow er g enera tion technolog y developed by the Thermal Energ y Depar tment of Tsinghua Univ ersity. As a re-

sult o f continuous study ove r the yea rs and the operating expe rience accumula ted th erein the said technolog y

has seen significant improvement. Recently , as an improved version of the sy stem, coke ca rried hea t pa rtia l

ga sification combined cycle has been proposed and the coke ca rried heat boile r and ga sification boiler have al-

ready been built a t th e T singhua Pow er Sta tion with a co ld-sta te commissioning test per formed. On the basis

o f the heat car ried cycle and by changing ga s components and other parameter s an analysis is conducted o f the

coke car ried heat system , w hich enables the author s to make the conclusion that the gas qua lity and flow rate

play a key ro le in ensuring the high perfo rmance o f the combined cycle system as a w hole. Key words: heat

car ried ga sification, coke car ried heat par tial gasifica tion, perfo rmance calcula tion

舰船锅炉总体方案的经济性和重量尺寸指标分析= An Analysis of the Economic Aspect and Weight-dimen-

sion Index for a Naval Bolier Comprehensive Scheme [刊 ,中 ] /Chen Qiduo, Liu Changhe, et al ( Harbin No.

703 Resea rch Institute) / / Journal o f Enginee ring fo r Therma l Energ y & Pow er. - 1997, 12( 5) . - 358～ 360

Key words: nav al boiler , economic aspect, weight and dimensions

谐振子系统量子卡诺热泵的最佳特性参数 = Opt imal Performance Parameters of a Harmonic Oscillat ion

Quantum Carnot Heat Pump [刊 ,中 ] /Wu Feng , Sun Feng rui, Chen Lingen( Naval Engineering Academy ) / /

Journal of Engineering fo r Thermal Ene rgy & Pow er. - 1997, 12( 5) . - 361～ 364

The optimum perfo rmance of a quantum hea t pump is studied. De riv ed is the r ela tionship be tween the quan-

tum heat pump optimum pump heat r ateπ0 and py ro genicityψ. Also obtained a re the optimum perfo rmance

param eters withπm and E serving as objectiv es. Key words: harmonic o scillation, quantum heat pump, opti-

mum pe rfo rmance

高炉煤气集输系统计算机仿真= Computer Simulation of Blast-furnace Gas Gathering and Transportat ion

System [刊 ,中 ] / Lin Feng , Han Hong jia ( Ha rbin No. 703 Resear ch Institute ) / / Journal of Engineering fo r

Thermal Ener gy & Pow er. - 1997, 12( 5) . - 365～ 368

With r espect to the bla st-furnace ga s gathering and tr anspo rta tion system of an iron and steel wo rks a com-

pute r-based ma thematical simula tion technolog y is used ba sed on the selection of sch emes to fo r ecast the sys-

tem operationg conditions af ter its commissioning and the specific features of pressure and flow ra te employed

by va rious end-user s. Through a theo retica l justifica tion of the feasibility and reliability of the selected
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